Exercices corrigés
sur les séries entiéres

1 Enoncés

Exercice 1 Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres Y a,z" suivantes :

— _ n _ n _ n1/3 _nn o . n+1 s
an =Inn, a,= (Inn)", an_(\/ﬁ)a an =€ ) a’”_ﬁ’ an—aurcsm(l_i_n\/5 -7

Exercice 2 Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

n

Z1ibnzn

selon les valeurs de a,b € R7 .

Exercice 3 Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres ) a,2" suivantes :

n si n est pair, 2" sidk e N:n = k3
ap = . Gn = .
0 sinon. 0 sinon.

Exercice 4 Déterminer le rayon de convergence R des séries entiéres réelles ) -, an2™ suivantes,
puis calculer leurs sommes sur |—R, R] :

an =n, a,=mn(n-—1), a, =n>.

Exercice 5 Déterminer le rayon de convergence R des séries entiéres réelles Y -, ap,2™ suivantes,
puis calculer leurs sommes sur |—R, R] :

1 1 2nm
ap = a —cos | —
"Tan+2) " n 3
Exercice 6 Calculer
. n > n? “n?2—3n+2
27’ omn ’ Z om
n=0 n=0 n=0

Exercice 7 Calculer le développement en série entiére en zéro des fonctions suivantes :

1

= .TZHIITQ—IL’ xTr) = xCOS2 .
f@) = =g 9@ =l =50+, ha) = [ costta

Exercice 8 Calculer, selon les valeurs du paramétre réel ¢, le développement en série entiére en zéro

de la fonction )

fla) = x2 —2txr+1°



Exercice 9 Calculer le développement en série entiére en zéro des fonctions suivantes :

f(CC) = arctan <1 -'ESH;C()ZS > avec a € ]0,7'['[, g(gj) = (arcsjn J;)Q'
—x a
Exercice 10 Soit ]
fp(x) =

(1) Veérifier que

D k
fplz) = Z P avec A\ = (—1)P~F=Ck,
k=

1:U—k: pl P

(2) En déduire le développemenent en série entiére en zéro de la fonction f,.
Exercice 11 On pose ag = 1 et by = 0, puis pour tout n € IN,
nt+1 = —apn — 2b, et bn+1 = 3an + 4b,.

Calculer les rayons de convergence et les sommes des séries entieres

Z %x" et Z %x”

n>0 n>0

Exercice 12 Montrer que I’équation différentielle 3xy'+(2—5x)y = x admet une solution développable
en série entiére autour de zéro.

Exercice 13 On se propose d’obtenir le développement en série entiére de la fonction tangente. Pour
x € |—m/2,7/2], on pose f(x) = tgx.

(1) En remarquant que f’ = 1+ f2, montrer qu’il existe une suite (P,) de polynémes & coefficients
dans NN telle que f(™ = P, o f pour tout n € IN.

(2) En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que la série de MacLaurin de f a
un rayon de convergence R supérieur ou égal a 7/2.

(3) On note a, les coefficients du développement précédent et g la somme de la série entiére »  a,.
Montrer que, pour tout entier n > 1,

n
(n+ Dapt1 = Z k-
k=0
En déduire que, pour tout x € |—7/2,7/2[, f(z) = g(x), et que R = /2.
(4) Calculer ag,ay,...,ar.

(5) Vérifier que la fonction x — th x est développable en série entiére. Préciser le rayon de convergence
et la valeur des coefficients en fonction des coefficients a,, ci-dessus.



2 Solutions

Solution de l’exercice 1
e On a:
ny1 _ In(n+1) _ In (n(1+n"1)) 14 In(1+n"1)
an Inn Inn Inn
donc R =1.

Puisque \an\l/” = Inn — oo lorsque n — oo, la régle d’Hadamard implique que R = 0.

— 1 lorsque n — oo,

Puisque |an|1/n = y/n — oo lorsque n — oo, la régle d’Hadamard implique que R = 0.

e Puisque ]an|1/” A AN | lorsque n — oo, la régle d’Hadamard implique que
R=1.
e Ona:
1)7tl pl 1\" 1\"
an+1:(n+ ) o nt =14+ = — e lorsque n — oo,
an (n+1)! n» n n
car
1\" 1 1
In{fl+—) =nln|l+—|~n—=1.
n n n
Donc R =1/e.
e Ona:
n+1 _ 1+n!t
l+nv2 V24 nt
1 1+4+nt

V214 (ny2)-1
20
V2 n nv?2
RO
V2 n V2
1 1 1\ 1
- 77w
On doit donc développer arcsin & 1'ordre 1 en 1/+/2. Puisque arcsin’(z) = (1—2?)
arcsin’(1/v/2) = v/2, puis

. < n+1 > T
a, = arcsin|——mM= | —=
" 14+nv2 4

(L (L)

_1/2, on obtient

Or, il est facile de voir que (o)™ — 1 lorsque n — oo, de sorte que R = 1.



Solution de I’exercice 2 Si a = 0, alors a, = 0 et donc R = co. Supposons donc a # 0.

e Sib>1, alors

an

1407

a\n am 1/n
~n—oo (6) , donc <1—|—bn) _>E lorsque n — oo.

La régle d’Hadamard montre alors que R = b/a.

e Sib=1, alors

a® a® a™ 1/” a
o = - donc (an> = Jin — a lorsque n — oo.

La regle d’Hadamard montre alors que R = 1/a.

e Sib <1, alors

n n

14 b7

a
1407

1/n
~pooo @, donc < > — a lorsque n — oo.

La régle d’Hadamard montre alors que R = 1/a.

Solution de I’exercice 3 Dans les deux cas, on utilise la régle d’Hadamard.

e On a:
a ’1/n _ nl/™ i n est pair,
" 0 sinon.

or,

1
Inn'/" = ZInn — 0, donc n'" —®=1 lorsque n — .
n

Il s’ensuit que lim sup \anll/" =1,et que R=1.

e Ona:
1/n 2 sidkeN:n=k>
|an| =

0 sinon.

On voit donc que lim sup \anll/” = 2, ce qui implique que R = 1/2.

Solution de ’exercice 4

e Ona:

= — 1, donc R=1.

an, n
Calculons la somme :
o0 o0 T
E Tm":xg na" 1l = 5
(1-2)
n=0 n=1

ou la deuxiéme égalité s’explique par le fait que ) -4 nx™ ! est la dérivée de

> 1
dat=—— zel-11].
o 1—=x



e Ona:
any1  (n+1)n

an  n(n—1)

— 1, donc R=1.

Calculons la somme :

o0

22
Z (n—1x —xQZ (n—1)z ﬁ

oil la deuxiéme égalité s’explique par le fait que >_n(n — 1)z 2 est la dérivée seconde de

oo
> "=
n=0

el-1,1].

e On a: )
antr _ (n +21) — 1,
an n

donc R =1,

puis, d’aprés ce qui précéde,

o

Z n?z" = Z (n(n—1) 4+ n)z"
n=0

= Z (n—1)z" +an

n=0
_ 212 T
IS R
B 22+
C (I—a)
Solution de l’exercice 5
e Ona:
Ant1 n(n + 2)

= — 1 lorsque n — oo,
@ (nt1)(n+3) 4

donc R = 1. Par réduction de la fraction rationnelle en éléments simples,

[e.9]

1 1/1 1 do sort 3 " 1 ix Z
— === e sorte que — == —
nn+2) 2\n n+2)’ redn — nn+2) —n

D’une part,

00 o o0 xn—i—l /‘:(: 00 o\ /z 1 & | (1 )

—_— = = = _— = — In — X
Zﬁ n Zﬁ n+1 0 Zﬁ 0 1—1t ’
n=1 n=0 n=0

et d’autre part, pour z # 0,

o n X n 2 2

T 2 1 T T 1 T

= ——z— —| =—— |In(1l — —1.

Yty [T e ] - [ ae 7]
Finalement, la somme est nulle si = 0 et, pour = # 0,

> oz =5 (33 w0+ (3+3)).

n=1




e Ona:

1
|an| /™ = cos 2—7Tn "
" pl/n 3
Or,
1
n/" —5 1 puisque Inn'/"=-Inn—0 lorsque n — oo,
n
et Y
2 " 2
lim sup |cos P =1 puisque cos o) =1 pour tout n € 3IN.

Donc lim sup |an|1/" =1, de sorte que R = 1. Soit f: |—1,1[ — R la somme de la série entiére.
Alors, f est dérivable, et sa dérivée satisfait

=S (B) = S < S = (1)

2ir/3

. Rappelons que j = j2, que 52 = 1 et que 1 +j + j2 = 0. On a alors :

f,(x):%< i1 = j*z) )Z%( j-w >:_1 20 + 1

(1 —jx)(1 - j%x) 14+ x+a22 2224z +1

ounj:=e

On en déduit que

1 [* 2t+1 1.,
S . U N . 1).

Solution de ’exercice 6

e D’apres l'exercice 4, on a :

. n 1 . n
2_:2—— 1_$)2 avec x:§, donc 227:2.

n=0
e D’apreés I'exercice 4, on a :
o o0
2+ 1 n?
E = avec = = —, donc — = 0.
(1—2x) 3 2 2n
n—O n=0

e Ona:

—n+2 = = 1 1"
ZM_Z 3;;%%%:6—3-%2(1—2) — 4.

n=0

Solution de ’exercice 7

e La décomposition en éléments simples donne :

f(x):xiQ_%: 11—156/2 72( ) —l—Zx Z( 2711+1>$n

n=0




e Ona:
P -sr+6=(-2@-3)=6(1-3)(1-3),

donc

g(z) = In(2* -5z +6)

T
= 1 1 (1——) | (1——)
n6+1In 5 + In 3

| z/2 1 4 z/3 1 1
= —dt —dt
n6—i—/O T +/ ¢
x/2 0 x/3 X
= ln6+/ Zt”dt+/ Zt”dt
2 n+1 e 3)n+1
- 1n6+z x/ +ZL/)

e n—+1
= ln6+z —+i ”
N \2n o 3n n’

e On a, avec un rayon de convergence infini,

> u2n ) e t4n
— n _ n
cosu = Z(—l) o) donc cost® = Z(—l) o)l
n=0 n=0
La fonction h est développable en série entiére, avec rayon de convergence infini, et pour tout
z € R,
T e t4n o T t4n o x4n+1
h(z) = / (=" dt = (=" </ dt> = (- ———.
o (2 ) ¥ = 2OV i) = 2D i )

Solution de ’exercice 8

e Si [t| < 1, on pose 0 := arccost € |0, 7|, de sorte que
2? —r+1=2>—2xcosf+1= (x — ew) (a: — efw).
On écrit alors une décomposition en élémnts simples :

1 _ a . b
22 —2x+1 ax—e€f g —e 0’

et par identification, on trouve
1

= 2ising




Alinsi,

1 o 1 1
22 —2tx+1  2isinf \z—e® g —e
1 677;0 ei@
" 2isinf <_ 1—ze ®  1-— a:e“’)

ou la troisiéme égalité est valide pour |z| < 1.

1 1 I iﬁ 1)
= = = n €T .
x?—=2xt+1  (1—1x2)? 11—z

e Sit=1, alors

n=0
e Sit=—1, alors
1 1 >

e Sit>1,on écrit t = ch0 avec 6 > 0, et alors
22 —2r+1=2?—22xchf+1= (33—69)(33—6_9).

On écrit alors une décomposition en élémnts simples :

1 _a . b
22 —2tx+1 ax—e€  x—e 0’

et par identification, on trouve
1

~ 2shf

Ainsi,

1
x2—2r+1 Shﬁ( w—ee)

N Sh 0 — xe~ 1 — xe?
_ ( 0 Z en@ n —9 Z e—nO:L,n>
n=0

_ (n+1)0 _ —(n+1)0) ,.n
2 sh 0 = <6 c ) v

sh ((n+1)0)
sh @

",

I
NE

n=0

oil la troisieme égalité est valide pour |z| < e7?.



e Sit< —1, on écrit xt = (—x)(—t), et on obtient le développement souhaité en s’appuyant sur le
cas précédent.

Solution de ’exercice 9

e Si cosa = 0, la fonction f est définie sur R. Si cosa # 0, la fonction f est définie sur

|l
—0Q, U ,00]( .
cosa cosa

Pour x dans le domaine de définition,

-1
(1 —xcosa)sina — (—cosa)zrsina <1+< xsina >2>

fla) =

(1 —zcosa)? 1—zcosa

—1
_ sina 14 zsina 2
(1 —=xzcosa)? 1—zcosa

sin a

(1 —zcosa)?+ (rsina)?
sina

22 —2xcosa+1

D’aprés lexercice 8, f’ est développable en série entiére et, pour tout = € |—1, 1],
o0
f'(z) = Z sin ((n+ 1)a)z".
n=0

On peut alors intégrer terme a terme, et obtenir une série entiére de méme rayon de convergence :

T o xn+1
= f(0) + "(z)dz = i +1 :
f@) = O+ [ 1a)da 3 sin ((n-+ D)
e La fonction f est deux fois dérivable sur |—1,1], et I’'on a :
2z 2 T 2
/ . " . /
fi(x) = ﬁarcsmx et f'(x)= mamsmx—i— 21 _fo (x) + 1.2

Donc, pour = € |—1, 1], on a le systéme

| { (1—22)f"(x) - 2f (z) = 2,
f(0) = f'(0) = 0.
D’apres la théorie des équations différentielles, le systéme (.) détermine f = arcsin de maniére

unique. Cherchons maintenant la solution de (.%) au voisinage de zéro, sous forme d’une série
entiére de rayaon de convergence R > 0 : pour |z| < R,

(7

oo o0 o0
f(z) = Zanx", f(z) = Znanxnfl, f(z) = Zn(n — Dapz" 2
n=0 n=1 n=2
En introduisant ces expressions dans I’équation différentielle, on obtient :
o0 oo
(1—2?) Z n(n —1)a,z" 2 -z Z napz™” ! =2,
n=2 n=1



soit

oo oo o0
Zn(n —Dayz"? — Zn(n —Dayz"™ — Znanx" =2,
n=2 n=1 n=1
soit - -
Z n(n — 1)apz™ > Z na,z" = 2,
n=2 n=0
soit encore - -
Z(n +2)(n+ 1apq22" — Z napz" =2,
n=0 n=0
soit enfin
o0
Z (n+2)(n+ 1)ans2 — nQan)x” =2.
n=0

Puisque f(0) = 0, ap. Puis, par unicité du développement en série entiére de la fonction constante
égale & 2, on obtient a3 =0, ap = 1, puis
2
n
VneN*, apio=———.
T+ 2)(n+ 1)

1l s’ensuit que les coefficients d’ordre impair sont tous nuls, et que

2 62 42 22

1T 67 6. ' 8T 8.7 6.5 4.3

6-5 4-3

puis, inductivement,

(2n—2)x---x4x2)* 22 (n—1))°
(2n) x 2n —1) x -+~ x4x3 (2n)!

agn =

La série entiére )
o —
220 ((n—1)1)" ,
(2n)!

n

n=1

est solution du systéme (.) sur |—R, R[, ou R est le rayon de convergence, que nous calculons main-
tenant.

22n+1 (n!)2m2”+2 (2n)! 4a%n? 9
5| = — x° lorsque n — oo.
(2n +2)! 22n=1((n — 1)!) (2n+2)(2n+1)

D’apres la régle de d’Alembert, la série converge (absolument) pour |z| < 1 et diverge grossiérement
pour |z| > 1. On a donc R = 1. En conclusion, f est déeloppable en série entiére, et

> 2277,—1 — 1\ 2
Vo €]-1,1[, arcsin®z = ((n = 1)1 n
(2n)!

n=1

Solution de I’exercice 10
(1) Faisons une récurrence sur p.

e Pour p=1, A\; = 1, donc la formule est satisfaite.

10



e Supposons la formule satisfaite & 'ordre p — 1. Alors,

p—1
fp(z) = <Z(_1)p_1_k » f 1)!05—% i k) T :

k=1 -p

Or, par décomposition en éléments simples,

1 I a n b
t—kzx—p x—k x—p

Par identification, on trouve

de sorte que

Donc,

- R | 11
fole) = 2,1 (pl)!cplpk(z:p xk)

pz_é(l)p_l_k (»—1)! _ S (71);;—2—14&

P (k—Dlp — k)! Kl(p—1—k)!

11



Il s’ensuit que

P - 1 1 A
folz) = g(—l)p k(k:— Dip—k)lz—k 2k

k=1

(2) Par suite, pour tout = € |—1,1],

b = e (—2)1_2/k

k=1
- EES oy (3)
k=1 n=0
_ (—1')” i <i(_1)k+16§> o
p n=0 \k=1 k

d’ou 'on tire que

an \ _ nf @0 N -1 =2
<bn>_A<b0>, ot A._[3 4]

Le calcul de a,, et b, repose alors sur le calcul de A", qui peut se faire en diagonalisant A. On vérifie
sans peine que les valeurs propres de A sont 1 et 2, et que A admet la famille

#=1(4)(5);

pour base de vecteurs propres. On rappelle que, si A désigne la matrice de I’endomorphisme canoni-
quement associé & A dans la base 4, alors

1
0

1 2
-1 -3

A= =P 'AP, ou P=

est la matrice de passage de la base canonique a la base %. Ainsi, A = PAP~!, puis A" = PA"P~ L.
Un calcul élémentaire donne
3 2
pl= :
-1 -1

1 2 1™ 0 3 2
1 -3 0 2n -1 -1 |
an, nf 1\ [ 3-—2nft
(bn)““ <0>‘<3<2n—1>>'
an ., 3—2ntl bn 32" —-1)

12

puis

A" =

3_2n+1 2_2n+1
—3+3.2" —243.9n

et on obtient alors

1l s’ensuit que



D’une part

3_2n+2 n! _ 1 33— 2n+2 :
(n+ 1)l 3—2n+1 ~ 13— 2ntl — 0 lorsque n — oo,

et d’autre part,

3ttt —1) a1 ontl
(n+1)! 32" —1) n+1 20 -1

— 0 lorsque n — oo,

de sorte que les rayons de convergences sont tous deux infinis. Enfin, pour tout x € R,

Za" "_32 Z—sl = 3¢” — 2¢%
n=0 n=0 ’

et

(e 9]

n=0 n=0

iiﬁx”_:s( i::‘:“;) e2" — 7).

Solution de l’exercice 12 On cherche y(z) sous la forme

= Zanxn, xz €]-R,RJ.
n=0

En appliquant le théoréme de dérivation terme a terme des séries entiéres, on doit avoir alors

= Znanxn_l, x € |-R,R[,
n=0

et I’équation différentielle s’écrit alors

soit
o0
Z [(Bnan + 2ap)x" — 5anx"+1] =z,
n=0

soit encore,
o0

Z [(371 + 2)apz" — 5an+1a?”+2] — bagr = .
n=0

On en déduit que 2ag = 0, que 5a; — 5ag = 1 et que, pour tout n > 2, (3n + 2)a,, — 5a,—1 = 0. Ainsi,

5 5“*1 1 5n72
ap =0, a; = —, puis Qy, = g = —o =%
5 " Bnt2" I] Gk+2) 5 [ Gk+2)
2<k<n 2<k<n
On obtient donc :
1 o 5n—2 .
y(x) =z +
b n=2 H (3k+2>
2<k<n



Puisque

Ap+1 _ 5
an 3(n+1)+2

— 0 lorsque n — 0,

le rayon de convergence de la série entiére est égal a I’infini.

Solution de 1’exercice 13

(1)

La fonction f est le quotient de deux fonctions de classe €°° sur I = |—n/2,7/2[ dont le
dénominateur ne s’annule pas (sur cet intervalle). C’est donc elle-méme une fonction de classe €
sur I. Considérons la propriété

(2,) 1l existe un polynéme P, a coefficients dans IN tel que ") = P, o f sur I.

Il est clair que () est vraie, avec Py = X. On remarque que, puisque f' = 1+ f2, la pro-
priété (1) est aussi vraie, avec P = 1 + X?2. Supposons maintenant la propriété () vraie

pour tout k € {1,...,n}, avec n > 1, et montrons que (Z,+1) est encore vraie. On a :
f(n+1) _ (1 + f2)(n)
= (A"

— Z Csf(k)f(n*k)
k=0

= > CE(Pro f)(Pogof)

k=0
n
= (Z CstPn—k> ° f>
k=0
ot la troisieme égalité résulte de la formule de Leibniz. On a donc bien fY) = P, ;o f, ou le

polynome

n
Ppy1 = Z CﬁPkPn—k
k=0
est & coefficients dans IN d’aprés 'hypothése de récurrence.

D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout x € I,

n (k) T (e )P
f@)=3" 0 k,(o)x"f +/ @D o 1 g,
k=0 0

n!

La fonction tangente étant impaire, seuls les termes d’ordre impair de la partie polynomiale sont
non nuls, et il suffit de considérer la derniére formule pour x € [0,7/2[. D’aprés la question (1),
f®) (1) = Py(tgu) > 0 pour tout u € [0,7/2[. Par conséquent, pour z € [0, 7/2],

/x Mf(”+1)(t) dt > 0,
0

n!

et la suite des sommes partielles de la série de MacLaurin de f satisfait :

n_ (k) o —t)"
k=0 ) '

Cette suite, qui est croissante (puisque les termes (f¥)(0)2*)/(n!) sont positifs), est donc majorée.
On en déduit qu’elle est convergente. Ainsi, la série de MacLaurin de f est convergente pour tout
x € I, de sorte que son rayon de convergence est supérieur ou égal a 7/2.

14



(3) Posons

ap 1= () (n € IN) et g(x) = ian:r” <ac € }—g, g D )
n=0

On a vu que, pour tout n € IN*,
Pri1 = Z CEP.P,_y.
k=0

En divisant cette équation par n! et en ’évaluant en tg0 = 0, on obtient

Poia(tg0) _ E": Py(tg0) Poi(tg0)
n! k! (n—Fk) "~

soit (n+ a1 = Z pQp—r;-
k=0

Tous les coefficients de la série de MacLaurin sont donc donnés par cette derniére relation, avec
les valeurs initiales ag = 0 et a; = 1. Vérifions que f coincide avec la somme de sa série de
MacLaurin sur 'intervalle I. On a :

[e.e]

J@) = 3 (n+Daga”

n=0

= 1+ Z <Z akank> x
n=1 \k=0
= 1+ Z <Z CLkﬂn—k) T

n

- 1+ Z (Z aat (an_km”_k)> :

0

La derniére double somme apparait comme le produit de Cauchy de la série > a,z™ avec elle-
méme, et on en déduit que ¢’(z) = 1 + ¢*(z). De plus, g(0) = agp = 0. Pour € I, posons
alors

h(z) := arctg(g(z)).

La fonction h est dérivable sur I, et pour tout x € I,

et en intégrant, on obtient h(x) = h(0)+ (z —0) = z. Ainsi, pour tout x € I, g(z) = tgz = f(z).
La fonction tangente est donc développable en série entiére & l'origine, et coincide avec sa série
de MacLaurin pour tout x € I. Comme g(z) = f(z) tend vers l'infini lorsque z tend vers 7/2
par valeurs inférieures, on voit que le rayon de convergence est inférieur ou égal & w/2, donc en
fait égal a m/2.

On sait déja que ap = a2 = ag = ag = 0 et que a; = 1. La relation (n + 1)an+1 = Y p_o @kGn—k,
valable pour tout n € IN*, permet d’obtenir :

2 17

as = — a7:ﬁ.

1
as = —
STy 15
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(5) Pour tout x € R,

th shx e*—e @ 70 _ ) _gin(iz) 1 ta(iz)
chz e*+e® eiliz) 4 eiliz) 2 cos(iz) g BV

et donc, pour tout x € I,

1 oo oo
the = — Z aony 1 (iz)?" T = Z(—l)"agonQ"“.
! n=0 n=0

Le rayon de convergence de cette série entiére est bien sir encore égal & 7/2.
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